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RESUMO
Mostramos neste trabalho que as equações de campo de 
strings cósmicos, acopladas às equações de Einstein, possuem 
soluções numéricas as quais são válidas nas proximidades do 
string. Discutimos as propriedades das soluções encontradas e 
mostramos que para -* ^  ° espaço-tempo, em presença do
string, aproxima-se do espaço-tempo de Minkowski, a menos de 
uma cunha. Obtivemos, finalmente, uma expressão para o desvio 
angular da luz pelo string.
ABSTRACT
We point out in this work that the field equations for 
cosmics strings, coupled to Einstein's equations, have numeri-
cal solutions and that they have validity near of the string. 
We discuss some properties of these solutions and in the limit 
f*—> <x> , the spacetime in presence of strings approaches
Minkowski spacetime minus a wedge. Finally, we derive an ex-
pression for the angular deflection of the light by the string.
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I - INTRODUÇÃO E CONCEITOS GERAIS 
DA TEORIA DE STRINGS
"Nada é mais fundpmetital do que isto: o
espaço vazio não e vazio; pelo contráriof 
nele se desenrola a fisica mais violen-
ta. "
John A .Wheeler
Na década de 1940, P.A.M. Dirac publicou sua teoria do 
eletromagnetismo com monopolos (cargas magnéticas). Nesta teo-
ria Dirac propôs que o potencial-vetor, que descreve o campo 
de um monopolo é singular ao longo de uma corda ou, como no 
original, ao longo de um string. Foi assim que se começou a 
falar em strings na Física. Os strings, da teoria de Dirac,não 
continham nenhuma realidade física, pois não transportavam e- 
nergia e, além disso, todos os observáveis da teoria eram in-
dependentes dos seus movimentos |l|.
Alguns anos mais tarde, Y.Nambu |2| fez alterações na
teoria de Dirac, dando uma realidade física aos strings. Ele
construiu um modelo onde as cargas magnéticas eram unidas aos
pares por strings. Este trabalho se originou da idéia de que
os strings poderiam ser pensados como um modelo matemático de
um fluxo magnético tubular em equilíbrio, sob a pressão de um
meio superfluído e carregado (um campo escalar de Higgs), ini-
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cialmente sugerido por H.Nielsen. Assim, se o string fosse a- 
berto, as linhas de fluxo magnético iniciariam e terminariam 
em suas pontas, dando lugar a um par de cargas magnéticas. Com 
esta formulação procurava-se uma explicação para os quarks,sen 
do estes fontes de monopolos magnéticos. Os strings estariam 
unindo um quark a um antiquark, não ocorrendo quarks livres,por 
que seria preciso uma energia infinitamente grande para afas-
tá-los indefinidamente. Mas muito antes de se fornecer uma
quantidade infinita de energia ocorre outro fenômeno. A ener-
gia que se fornece ao distender o string pode converter-se em 
matéria sob a forma de um par quark-antiquark. Este par é
criado a partir do vácuo, porque existe energia suficiente pa-
ra produzí-lo.
Além disso, os strings estariam relacionados com os 
hadrons, apesar de não haver ainda nenhuma prova concreta de.s 
te fato. Acredita-se que os quarks sejam os tijolos pelos 
quais os hadrons são construídos, e que a ligação entre um
quark e um antiquark se deva a um campo vetorial não-abeliano, 
comumente denominado de campo de gluons. Desta forma os strings 
seriam uma materialização destes campos, já que há indicações 
de que tais campos estão concentrados sob a forma de tubos es-
treitos entre um quark e um antiquark.
A Teoria dos strings está hoje bem desenvolvida e po-
de ser utilizada tanto clássica como relativisticamente. Es- 
tuda-se, atualmente, os strings e suas interações com os cam-
pos eletromagnético e gravitacional. Strings desta natureza 
são comumente chamados de strings cósmicos.
Estes, quando estáveis, aparecem naturalmente como
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conseqüência da quebra espontânea de simetria, em teorias gran 
de - unificadas. É interessante a idéia de que tais strings 
cósmicos, formados por uma transição de fase no início do uni-
verso, serviram como embriões para as primordiais flutuações 
de densidade, estas responsáveis pela estrutura da larga es-
cala do universo. Tal idéia, proposta originalmente por Zel- 
dovich |3| e Vilenkin |4|, está apoiada na suposição de que 
na era da radiação, os strings evoluiram de tal modo que o seu 
comprimento e sua densidade eram somente funções das dimen-
sões do horizonte.
A produção de strings cósmicos, numa transição de fa-
se, nos instantes iniciais do Universo, foi estudada por Kibble, 
Lazarides e Shafi |51. Mais tarde Vilenkin 16 j propôs uma ex-
plicação para os quasares duplos, utilizando strings cósmi-
cos. Segundo ele, o campo gravitacional do string atua como 
uma espécie de lente gravitacional. Este efeito é análogo ao 
efeito Bohm-Aharonov do eletromagnetismo |7|, o qual su-
gere que partículas forçadas a se mover numa região onde o 
tensor de Riemann é nulo, podem, entretanto, exibir efeitos fí 
sicos devidos à curvatura não nula na região da qual elas 
são excluídas. A curvatura do espaço-tempo se deve ao núcleo 
do string, mas o seu efeito é "sentido" por fótons/ que se 
propagam numa região do espaço-tempo plano, ao seu redor. 
Como no caso Bobm-Aharanov, um sistema de coordenadas Min-
kowskiano pode ser escolhido em uma região muito afastada do 
string, mas tal sistema não pode existir em regiões próximas 
ao string. 0 esquema proposto por Vilenkin, para o efeito 
lente-gravitacional é mostrado no diagrama a seguir.
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De acordo com ele, a geometria no exterior de um 
string, com densidade de energia uniforme, é cônica, quando 
comparada ao espaço-plano, ocorrendo um desvio angular pro-
porcional à densidade de massa do string. Garfinkle|8| trata 
o string no caso geral como uma auto-interação de um campo
escalar, com acoplamento minimal a um campo de gauge,e mostra 
que há uma classe de soluções estáticas e cilindricamente si-
métricas, para as equações destes campos. Tais soluções se 
aproximam assintoticamente do espaço de Minkowski, exceto por 
uma cunha, definida pelo mesmo desvio angular citado acima.
Os strings cósmicos podem, sob certas circunstâncias , 
formar buracos-negros pelo colapso de strings fechados.
Vale lembrar o trabalho de Q.Tian |9| o qual mencio-
na que a constante cosmológica A  pode ter tido, no passado,
120um valor da ordem de 10 vezes maior do que no presente. 
Isto responde à questão referente ao desvio angular, o que 
é uma característica da métrica do espaço-tempo de um string 
cósmico.
Mas este assunto não pára aí. Vilenkin analisa ainda 
outros efeitos cosmológicos, que tiveram suas origens nas tran 
sições de fase, no início do Universo, e que são: as estrutu-
ras de domínios (paredes); strings mais complexos;strings glo-
bais; monopolos; monopolos conectados por strings e estrutu-
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ras limitadas por strings.
Nosso trabalho é baseado no desenvolvido por Garfinkle, 
já citado. Aqui mostramos que as equações acopladas para os 
campos, tanto no espaço-tempo plano como no espaço-tempo curvo, 
possuem soluções numéricas e que estas são válidas nas proxi-
midades do string.
No segundo capítulo tratamos das equações de campo no
espaço de Minkowski, onde apresentamos a solução numérica des-
tas equações. Desenvolvemos também as componentes do tensor 
energia-momentum em coordenadas cilíndricas, e mostramos que 
só existem as componentes diagonais deste tensor.
No terceiro capítulo tratamos das equações de campo, 
acopladas à equação de Einstein. Novamente consideramos coor-
denadas cilíndricas e escolhemos a métrica como sendo
onde, A,B e C são funções somente de ^  . Mostramos que, nes-
te caso, o tensor energia-momentum também é diagonal.Obtivemos 
uma solução numérica para as equações de campo. Garfinkle ape-
nas propôs, neste caso, a existência de uma solução, sem contu 
do mostrá-la. Este problema foi resolvido recentemente por P. 
Laguna-Castilho e R.A. Matzner |14|.
No último capítulo discutimos as propriedades das solu-
ções encontradas. Mostramos que para grandes distâncias 
( » éz? )/ o espaço-tempo em presença do string aproxima-se
do espaço-tempo de Minkowski, a menos de uma cunha. Obtivemos, 
finalmente, uma expressão apra o desvio angular da luz pelo 
string. Este resultado concorda com a previsão feita por 
Vilenkin e Gott |10|.
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II - STRINGS CÓSMICOS NO ESPAÇO-TEMPO
DE MINKOWSKI
"o  esforço para a compreensão do Universo 
ê uma das muito poucas coisas que elevam 
a existência humanaf um pouco acima do 
nível da farsa, e lhe dão algo do encanto 
da tragédia. "
Steven Weinberg
II. 1 - ANÁLISE DE UMA FORMULAÇÃO LANGRANGEANA
Seja fía. um campo vetorial e ^  um campo escalar com-
plexo, definido por
<ii.í-i)
onde R e 0 são reais, e tomemos a equação de Klein - Gordon
111| para o campo
( a. ™  ) 'f = o u i . i-2)
Adotaremos um sistema de unidades tal que, ti = c =
G = 1. No caso sem massa a equação (II.1-2) fica
d „ d  V  = o <II-1-3)
Para preservar a invariância da Langrangeana temos que 
considerar os operadores
D«. = ( ,
D‘ = (3** S f A * ) ,
onde q representa uma carga.
(II.1-4)
Em termos do campo escalar teremos a Lagrangeana
2  'f ) (II. 1-5)
que, em face das relações (II.1-4), torna-se
Substituindo e 3 por Va. e ¥ respectivamente
e considerando a definição (II.1-1) teremos para esta Lagrangea-
na,
(II.1-6)
A Lagrangeana do eletromagnetismo é
f  - / F
’■ " / T V * 4 ' (ii.i-7)
onde f"ab é o campo eletromagnético, invariante por uma trans 
formação de gauge, e dado em termos do potencial-vetor /fc por
fíò = da,/)b - •
Podemos também ter uma Lagrangeana proporcional à segun-




onde A « '»i são constantes arbitrárias.
Com as Lagrangeanas (II.1-6), (II.1-7) e (II.1-8) po-
demos escrever uma Lagrangeana total, que considere as in-
terações mencionadas, isto é,
Z £  i * J?3 ,
OU
- -1 hbf*b- (ii.i-9)
li>W
Tomemos as equações de Euler-Lagrange
V c3£  _ a £  _ 0  - 'S,
d(7cA) 3A ( i i . í - i o )
onde A representa os campos da Lagrangeana (II.1-9). Para 
a  « a  temos, conforme o apêndice A.1,
$ £  = - *i*) >
3IÍ
e





\7*7afl - fl [( fa.f a f / l a X V f a f S U  VAlR-y*)] = 0
Para A = 0 temos, conforme o apêndice A.l,




d £  o 2
- - R f { 9 L0 + ? d b ) ,
e
_ _ _ i  fo-c
z(raA b) w  '
(II.1-11)
^ [ftCVa0+p/}a)J - O .  (II.1-12)
Para A = Ab temos, conforme o apêndice A.l,
e portanto
V^Fab —  ¥b(P+f-/4±') —  °  (II.1-13)
As equações(ll.l-ll), (II.1-12) e (II.1-13) são as
equações de campo, correspondentes à Lagrangeana (II.1-9).
Usando o tempo usual e as coordenadas cilíndricas (z,^ ? ,
0) a métrica
2 2 2 2 2 
ds =-dt + dx + dy + dz ,
face das transformações abaixo,
fica
que é a conhecida métrica em coordenadas cilíndricas, onde
900' ' 1- 911= ♦ 1. 922 = + 1 e g33=^>2 ,
sendo g ^  as componentes do tensor métrico.
Assumiremos que os campos escalares R, 0 e o campo
de gauge, são da forma
0 =  0
R = R(p) (II.1-15)
V  qtP(l<>) ' ^ Í >  )
onde P(p) é uma função arbitrária a ser determinada.
Com tais escolhas para os campos e substituindo (II.1-
15) nas equações de campo, teremos que a equação (II.1-
12) é completamente satisfeita e as equações (II.1-11) e (II.1
-13) ficam, de acordo com o apêndice A.2,
ds^ = - dt^ + dz^ + d ^  ^ d0^, (II.1-14)
(II.1-17)
As equações (II.1-16) e (II.1-17) possuem três constan 
tes arbitrárias ^  e q. Podemos reduzir esta quantidade
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de constantes fazendo
X s l  , rt = y î Y  * °c5-aa3z .
I /i
(II.1-18)
Com tais escolhas a equação (II.1-16) fica, 
2/ .2
(II. 1-1.9)
e a equação (II.1-17) torna-se,
i f )  = * X P .
cfh- oiï-
(II.1-20)
A solução numérica das equações (II.1-19) e (II.1-20) é 












Figura 1 - Magnitudes dos campos escalar e de gauge.
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Os resultados aqui obtidos mostram que X (campo es-
calar) não inicia na origem, pois aí há uma singularidade de-
vido ao método computacional, para valores de r menores que
0,15, ver o apêndice A-3. Vale ressaltar que esta solução é váli-
da somente nas vizinhanças do string.
Nas equações de movimento consideramos a constante ar-
bitrária como igual a 1.
II.2 - TENSOR ENERGIA - MOMENTUM
Com a densidade de Langrangeana (II.1-9) podemos obter 
as componentes do tensor energia-momentum, mediante
Tab = 7a A 3l£- q P
ã(7bH) 3
onde A  representa os campos R, 0 e . Assim temos
Z k  = 7a* à £ -  + 7a#JÍj£- a 7* (fjif- _ e P
a(vi«) 3aí
Porém, de acordo com o apêndice A.l, temos
3(Va«)
3l£—  -_-jL /: 
3 (V V)
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Tab = R Vtd „ f / t » X W <  f4)- ' £ 4  / .
7 «
As componentes Hib satisfazem a condição
3b fãb = _^_§i * o  
Doc
onde oc^  representa as coordenadas 0). Podemos a-
crescentar ao terceiro termo do tensor energia-momentum c
quantidade
- i  7 \ ^ F bc) J 
‘itf
e assim teremos
-  f ã * / ,
ou, para que a densidade de energia seja positiva
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onde
íftM _ 5 2 2
L = > 1 J-fl(Yc0< f flc)^C$ Af rf )- -jf rcrm - 2(R-\ ) •
•2 ■?
Para os campos da forma (II.1-15), o tensor energia-mo- 
mentum é diagonal nas coordenadas (t,z,^ ,0). Assim, de acor-
do com o apêndice A.4 temos,
1 , (XI.2-2)
(1 1 .2-4)
-[{?]! 2 « 2^ ' V ' - í )  - + < «  • 2-5 >
zftr{
onde as demais componentes são nulas. Desta forma podemos 
escrever o tensor energia-momentum como:
Ta-b- loo + • (n.3-6)
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III STRINGS CÓSMICOS NO ESPAÇO-TEMPO CURVO
"Ê errado pensar que a tarefa da Física
ê descobrir como é a natureza . A Física
ocupa-se daquilo que podemos dizer so-
bre a natureza . "
Niels Bohr.
III.1 - DEFINIÇÃO DA MÉTRICA E DA BASE 0RT0N0RMAL
Para analisar o caso de strings no espaço-tempo curvo, 
vamos novamente considerar os campos de gauge 0 e /í#, no caso 
estático. Vamos admitir que o tensor energia-momentum tem si-
metria cilíndrica. A métrica utilizada será estática e com
simetria cilíndrica.
Consideremos, inicialmente, a métrica na forma 
* 2 6 I 2 c 2 I ^
filA = _£  d l  ■* e 4 e d p  4 df> > ( m . i - i )
onde A,B,e C são comente funções de^ .
Na forma matricial, o tensor métrico será dado por
0 0 o
o 3c 0 o
0 o ce o
\ 0 0 0 J
(III.1-2)
15
para as componentes covariantes e







0 0 e 0
\ o 0 0 i J
(III.1-3)
para as componentes contravariantes,
Tomemos agora uma base ortonormal, definida pelos veto-
res
(III.1-4)
0 %  ê c/z( a/aíO >
/**r(3/»f)*.
Tais vetores formam um campo vetorial de Killing.
Os produtos escalares entre os elementos desta base são,
J  ; ; * Ia- x . *
"t • “fc - £ ) *t q • "ta = ® ? X • I
%QL % 4 - 0 * •* S A o a
l-l - * > la •ia -e ' l - lo, «-Í
P 4 * : é c , k . h - . e  ,
A jk A Q A
’ Í - C * ' i  ’ f - f *  " * >
sendo nulos nos demais casos.
Com esta notação ^  é a distância geodésica do eixo a 
todos os campos de Killing, em uma direção ortonormal;( d/dk)3
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é o campo de Killing do tipo-tempo, ( 3/9^ )a é o campo de 
Killing do tipo-espaço, com órbitas fechadas e ( a/a* ) é o 
campo de Killing do tipo-espaço, ortonormal aos anteriores.
A normalização destes campos é arbitrária e será esco-
lhida como segue: o campo de Killing com órbitas fechadas se- 
ra- escolhido tal que o parâmetro ao longo de uma integral cur 
vilínea fechada varia de 0 a 2ÍÍ , e os outros dois campos se-
rão escolhidos de tal modo a terem norma -1 e +1 nos eixos 
respectivamente.
Para obter as equações de campo, no caso do espaço-tempo 
curvo, devemos empregar os operadores definidos agora na
base (III.1-4).
Para a equação (II.1-11), de acordo com os operadores 
definidos no apêndice B.l, temos
dz(i . X á  • (1 1 1 .1 -5 )
- j p  z df> df>
A equação (II.1-12) é completamente satisfeita e a e- 
quação (II.1-13) fica:
£ r . i jL<.e-tg-c)dI*vir9Zfí?f'■ (TTi ,-6)
A demonstração das equações(III.1-5) e (III.1-6) encontra-se 
no apêndice B.2.
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III.2 DETERMINAÇÃO DO TENSOR ENERGIA-MOMENTUM
Vamos novamente tomar o tensor energia-momentum dado 
por (li.2-1) e assumir a forma dos campos definidos em (II.l- 
15). Portanto, usando a base (III.1-4) e os operadores defi-
nidos no apêndice B.l, teremos para as componentes do tensor 
energia-momentum:
T«  - ( j f ) ] '  («1.2-3)
T » - i [ ( f j ~ * * •*-  jrf  * c( f f ]  • (III-2-4)
As demais componentes deste tensor são nulas, como mos-
tramos no apêndice B.3. Assim, o tensor energia-momentum só
possue componentes diagonais, e será escrito como
Tob =  % 2a i b *  lp ( i f í4 fy $$> ' ( I I I . 2-5)
onde
ff Z Í W V A  j  I d « - ’- «
18
* ■  i  K  f P  * ‘“ y - n ^ ' { { ‘ » V L f / J  ■ " "
III.3 - AS EQUAÇÕES DE EINSTEIN
Se tomarmos as equações de Einstein na forma usual
ftafe _ 1  R  9 ob = effTab,
(III,
ab
e multiplicarmos termo a termo por g , teremos
R  - i  a  Í bV h  -- s í f T (III
Porém, como 9at,9ab =  ^ • resulta que
R. =- e í f T ,
e assim a equação (III.3-1) fica
Rab - erf(Tab- ^ab"7") • (ui
Esta é uma forma equivalente à equação (III.3-1), 










<lab-- TTb,c -Vc,k + VbVi‘l- V/vS; (Hi.3-4)
onde
^  = \  ^ + ^  Iftcí *" 3el % b  J (III.3-5)
são os coeficientes de conexão. A métrica é dada em (III.1-2) e 
(III.1-3).
Como g ^ e são diagonais, as únicas componentes
c*e Rab °ão nulas serão (ver apêndice B.4),
2f)ooêÀz 2 R a ! , i ‘i b - Ú .  4 - t  £  Ifí* 8-1 c) d £  , ( u i . 3 - 6 )
éf>1 2 dt if
- 217,, é Sr-2l?a6 + J-í il8 j (III. 3-7)
JJ 4 ò i ( l  2 d f d f
-ft„ e S - z f i a t P V 4’-- á i  * i ^ [ m 9 t c ) d Ç  , (III.3-8)
df1 dt dp
(III.3-9)
Podemos obter uma outra forma para estas componentes, em 
função das componentes do tensor energia-momentun Tab- Com o 
auxílio da equação de Einstein (III.3-3), e lembrando que










Z Roo Z Rab ~t *i  = &ÏÏ( Ify 4 j^> ) } ( n i . 3-11)
- Z R tie - - Zfí-ab^ 9^ -  tty) / (III.3-12)
- 2 RèiC ~ — 2 Rab f i  <p -  8 ÏÏ  (r2V+ lp - f y )  , ( m . 3-13)
- 2 R33 -..2 ) ? a b ^ =  * r ( - 2 r*fy-fy). (III.3-14)
Gom estes resultados as equações de Einstein ficam,
A A  4- -L Á  (fH6+C)A/l - 0Íf( fo> + pé) / (III.3-15)
à f Z ? óf> j p
dZ& + ± A ( m e - t C ) ÿ l z  SP + (III. 3-16)
dp* Z d? df>
d2c J- â  (me-tc) à A  r $íft-z&4 ty-fy) > ( m . 3-1 7 )
tr* * *f *r
III.4 - EQUAÇÕES DE MOVIMENTO
Mostraremos inicialmente que A = B. Subtraindo a equa-
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ção (III.3-16) da (III.3-15), obtemos 
, 2
_flL C f i - Q ) - *  M  sL ( 4 - e ) s L = o  ■ , .
Y  2 ip  ( m . 4 - D








onde a^ e a£ são constantes. Assim temos,
— L
A  ' G) - a, e 2
1 (III.4-2)
De acordo com as condições de contorno no eixo do string, 
a saber:
e4(o)-l £/z{o) = o e A ( e z)\--is
d f  i O
a constante a  ^deve ser nula, logo
A .  C fl-0 ) = 
dp
e portanto, desde que A(0) = B(0) =, obtemos
A = B , (III.4-3)
em qualquer ponto do espaço-tempo.
Levando em conta este resultado, observamos que as equa-
ções (III.3-15) e (III.3-16) são idênticas. Assim resultam ape-
nas duas equações independentes, a saber,
d A  „ i â f -  gfftKify),
á.t Z Jp \Pf>) P (III.4-4)
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eàC 4 dâ àc + j /  dC\ - yy(-.2(T-#fe-jv) « 
dpz òf* óf> z K à f J
u _ A+c/z
Se introduzirmos a quantidade p - £ nas
acima, teremos para a equação ( I I I . 4 - 4 )
d í â * ± d â i í  s w h * * ) ,
d p  rt d p  dp
onde usamos
d J L .  u t  i â . l i ç ) ,
df> \ ip 2 j/> r
jp z àpdp d p 2 2 t/ptj
Com isto a equação (III.4-5) fica
1 á ã d í -  C &  _ llíti-zF+k-fy) 
H dp2 \dpJ 2 dp Jf> dp2 r
Iïïcl s £ 2
I 45 \ j. l d â J £ =  -i <Lâ = Slftfy+ty) ; 
\ à p )  *  Z  d p  d p  d p *
o que resulta
-A- é J  = (^.-2ff"-*3fe.4 fi«f) • 








As equações (III.4-6) e (III.4-9), juntamente com as 
equações (III.1-5) e (III.1-6), formam um conjunto completo de 
equações para o string.
Assim, como no caso do espaço-tempo plano, não encontra-
mos uma solução analítica fechada para estas equações. P.Lagu- 
na-Castilho e R.a. Matzner propõem uma solução |15|, a qual não 
é uma solução completa, devido às condições introduzidas no mo-
delo .
Para isto tivemos que diminuir o número de constantes, 
utilizando as relações,
X h JL K  = Ks /11 H í H í e A * c/í.
"I 2
Assim obtivemos para as equações (III.4-6), (III.4-9), 
(III.1-5) e (III.1-6) respectivamente, (ver apêndice B.5),
2
WW(X-J)2* J=.o, (III.4-10)
o|J| -  nffl>ií £. 2e**k'JP X*- 6 I < C X - J ) + =  o,  (111.4-11)
d K  
dx
k A  I K Â J L ]-  X [ 4K2(X - J )+ e 2* p 2]  = o, 
d*- L oLh J
( u i . 4-12)
A r Z*^-Jr)Pl 2o ^  (III.4-13)e KsLle k sLL / ^  x ? - O  .
dn. L d/x. J
Como a constante de acomplamento ^  é pequena, usare-
mos os resultados para X e P já determinados no caso plano.
Assim, transformando as equações (III.4-10) e (III.4-11)
numa forma apropriada para resolução numérica (apêndice B.6),ob
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tivemos a seguinte solução para A e K:
Figura 2 - Resultados para as funções A e K
Estas soluções foram obtidas considerando valores muito
-4
pequenos para a constante 0^  (da ordem de 10 ) e supondo
q(_ = 1. Observamos que para valores de ^  inferiores a
10-4 a solução tende ao mesmo resultado do caso em que 4| = 0.
Observamos também que esta solução é estável apenas no 
intervalo considerado. A constante acopla o campo es-
calar que minimiza o potencial de gauge.
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IV - LEIS DE CONSERVAÇÃO E ANÁLISE DAS 
SOLUÇÕES DAS EQUAÇÕES DE CAMPO
•Devemos 1embrar-nos ( . . . )  que os prin-
cípios básicos da física teórica não podem 
ser aceitos a priorif por muito convicen -  
tes que pareçam; em lugar disso , devem ser 
j ustificados a partir de experiências  r e -  
1evantes."
Gerald Feinberg e 
Marice Goldhalber
IV.1 - LEIS DE CONSERVAÇÃO
Neste capítulo investigaremos algumas propriedades das 
soluções encontradas para as equações de campo. Faremos algu-
mas suposições sobre o comportamento do tensor energia-momen- 
tum, quando /?—* <ao . Assumiremos ainda que a integral
H F  d if>
e convergente.
Esta suposição é válida, pois Q” representa uma densi-
dade de energia,logo esta integral deve ser finita. 
Assumiremos também que
/ / V  - O  , (IV.1-1)
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isto é, muito longe do string o campo se anula e a métrica de-
ve tender à métrica de Minkowski.
Será necessário ainda ter a conservação do tensor ener- 
gia-momentum,
7 a .  .
Como as componentes de T9*5 são diagonais e somente 
funções de ^  , temos
% T 3\ o ,
que pode ser escrita, empregando-se o vetor de base ^  , como
• afc
Porém
• ^ \  —7— a i
7 * C T  l ) = r V a / i  +
e assim
logo
% . ( r ai,Z ) - J ahZ./í = 0  .
Como se pode observar no apêndice C.l, esta expressão 




= * ez - 4 Â  } (IV. 1-3)
d (*
a equação (III.4-6) fica
^  = en'Hi fy) j (iv.i-4)
e a (III.4-9) fica
- ytíH C-Í(r+ f y )  • (IV.1-5)
Temos para a expressão (IV.1-2)
Integrando as equações (IV.1-4) e (IV.1-5) obtemos
r
Ll f h . l-> \ J/>'
(IV.1-6)
( f
&z - * + J  UÏÏH + df*. (iv.1-8)
Por nossas suposições &s e &z. devem se aproximar de 
valores constantes, quando j>_* «? •
Multiplicando a equação(IV.1-4) por &% • a (IV.1-5) por
 ^^ 3
e novamente multiplicando a equação (IV.1-4) por - @± e
somando estas três expressões, obtemos
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6, se.dSi = fffH&zík-tht) * W múj (-2^3/^ h j
df dp 2 d,f> r r
onde o primeiro membro pode ser escrito como,
% dê*. + 6»j iât - i 6i à$i = à, [ Q (Qz - x eA ) 1




De acordo com a equação (IV.1-6) vemos que




k  m ■> J í { H k )  = z m â 4 d z£ k  = ^ ( ^ h )  
r J/» df> e df> d/> f df r
Assim resulta que
Z
f  íe,(«2.- 3 a,)l -  f -  ÍSifH tf.) = ° ,  (IV.1-9)
òP I H \ à(>fl * J âf
OU
2
p ,  Ce* - | «O - = 0  .
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Finalmente
e^Bt-ie,) - sifHít/, = a 3 <
mas, por nossas suposições em (IV.1-1) e pelo fato de que
6X e #2, tendem a valores constantes quando oo , a^ de-
ve ser igual a zero, logo
) - SffH • (IV. 1-10)
Dividindo ambos os membros desta equação por H e u- 
sando as definições (IV.1-3) temos,
id _ J  H d Á  J = BVHfy . (IV.1-11)
òf> [ àf> òf>
Chamemos de n^ e n  ^ os valores assumidos por e C?£ 
respectivamente, no limite quando ^>~*co . Ainda, pela supo-
sição que,
Z 2
Ia/yw H  (T - b * « .  H  = o /
f>-*co p-*°°
a equação (IV.1-10) fica
C ^2. - J ) =0. (IV.1-12)
Tal suposição é válida quando trocamos (T por ou





As soluções de (IV.1-12) são 
W-j r o * ^  • (IV.1-13)
Assim, quando ^ -+oo , a métrica obtida deve se aproximar 
de uma métrica de vácuo, que tenha d?j = 0 ou que tenha =
Este resultado foi obtido anteriormente por Vilenkin
J 41, sob a suposição que a métrica deve ter a simetria A = B ,
o que mostramos. Veremos mais adiante que = 0 corresponde
a uma métrica plana, C?4 = Ü 6 Z corresponde a uma métrica não
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plana, análoga à métrica de Kasner |10|. Tal métrica não re-
presenta um sistema isolado, e é improvável que tenha alguma 
relação com strings originados no início do Universo.
Veremos mais adiante que para ^  pequeno, H e  A podem 
se aproximar de seus valores do espaço-plano, e assim n^—-» 0 e 
n2 *—>1, o que elimina a possibilidade n^ = 4/3 n^.
No restante deste capítulo focalizaremos somente o ca-
so n^ = 0.
Denotaremos por % e  â os valores de H e A, respectiva-
mente, para a métrica do vácuo. Devemos ter neste caso
- O (IV.1-14)
df>
=  M j ,  . (IV.1-15)
èf
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onde b e d  são constantes.
Escrevendo a métrica (III.1-1) com A = B e  £ = £ H
C -2A 2
e considerando as soluções (IV.1-16) e (IV.1-17) temos
que é a expressão da métrica para o espaço-tempo plano. Obser-
ção diferente, que chamamos de A0. Esta forma, a métrica (IV. 
1-19) não é a de Minkowski, mas sim, uma métrica que cobre o 
espaço-tempo de Minkowski, a menos de uma cunha.
Assim, todas as geodésicas nulas (trajetórias de fótons) 
que sejam inicialmente paralelas entre si, e que passem em la-
dos opostos de um determinado string, cruzar-se-ão, e o ângulo
(IV.1-18)
Efetuando a mudança de variaveis
resulta que
(IV.1-19)
vamos que enquanto 0 varia de 0 a 2Íf , 0' terá uma varia-
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de desvio sofrido pelos raios luminosos será igual à deficiên-
cia angular Ú0 , que determina a cunha apresentada pela métri-
ca (IV.1-19).
IV.2 - 0 DESVIO ANGULAR A 0  E 0 "EFEITO LENTE"
Desenvolvemos aqui uma técnica para determinar A 0, di-
ferente da sugerida por Gott e Vilenkin.
Chamemos de X . o comprimento de uma órbita de(3/3jZÍ )a. 
Assim, em um espaço-tempo plano, com um desvio angular & 0 , te-
remos para uma variação de X , entre os pontos ^  e ^  ,
•Uf2) - JUpJ = {2ff-A0)Lfz -/J ) . (IV.2-1)
Como a métrica, em presença do string, se aproxima da mé-
trica do espaço-tempo plano quando ^ —*02 t então
2ÍÍ-A0 =: -&AV1 dl . (IV.2-2 )
Por outro lado, pela definição de X • 
f V
V
o que resulta, em face de (III. 1-2),
ztf
ch í c/z-X - 6 / à<t> - e z f í j
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A+c/2
mas, lembrando que H = e , temos
1  - 2fT e Atf- •
(IV.2-3)
Desta forma, resulta para a (IV.2-2) 
Ztí - &é - £-{ztíéAH)
ç> -*>oo df
OU
A 0  =• 2Íf f â - [e tf) 1 . (iv.2-4)
L C * <*/* J
Com as suposições feitas no início do capítulo, obte-
mos
co
-77 tf) = l  —  £ sL- (£ tf) J df> f
r^°° tf J
0
e usando as equações (IV.1-3), (IV.1-4), (IV.1-5) e (IV.1-10), 
teremos (Ver apêndice C.2),
d 2 l£AH) = - SITe X 4  X è Af/(dÊ)*' (iv.2-5)
j p  ' «i*1 * W//-'
Assim a equação (IV.2-4) fica
A <p - eftjzftêAtf <T+ ff [e40jj & J f * #  ^  ^  .
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Quando ou quando p  + co , &x~ 0, e o  termo cen-
tral desta última expressão desaparece, restando apenas
oo ,(D 2
ô<p = eff / z ff eAHf e tf | J d(° • (iv. 2-6)
'o
Sejajjl a massa do string por unidade de comprimento, 
definida como a integral da densidade de energia (T , sobre uma 
superfície bidimensional t = cte e z = cte,
Ztr ,a>









zff e H  (T d  )
o
e então a equação (IV.2-6) fica
A #  - X Í £ * f t  ( •
(IV.2-7)
2
No capítulo anterior vimos que para = 0 a solução en 
contrada é a mesma para os campos R e P, com as condições 
A = 0 e H =p  , para as funções na métrica. Isso corresponde à 
métrica do espaço-tempo de Minkowski. Assim, parece razoável
O ^
que para 7  ^ pequeno a"solução string"deva estar de acordo com 
a solução do espaço-tempo plano.
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Em muitos mddelos, 'fj é menor ou da ordem da  massa
gran-unificada. No sistema de unidades que empregamos a massa
de Planck é a unidade de massa e ^  é um número pequeno.  Em 
2 ✓  -4particular,  10 , na maioria dos casos.






temos para a primeira
■ P'
rt-f SJdp'' f , (IV.2-8)
'0
e para a segunda
/ /H-.f> i N-fj fy) âf>".
'0 '0
(IV.2-9)
Usando a solução do espaço-templo plano, vemos que a cor
reção para A (equação (IV.2-8) e a correção fracional para H
~ 2 (segundo termo de (IV.2-9)) são da ordem de ^ , o que mostra que
essa aproximação é auto-consistente.
_ 2 Assim, como as funções A e K sao da ordem deo^ , obser-
vamos que o segundo termo da equação (IV.2-7) é da ordem de ,
' 2 enquanto que o primeiro termo é da ordem de  . Logo, com boa
aproximação, podemos negligenciar o segundo termo de (IV.2-6),
e obtemos finalmente
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A < p  &  •
Essa é a expressão para a deficiência angular encontrada 
por Ford e Vilenkin, usando um médoto diferente, e que define 
a deflexão da luz.
Este efeito pode causar imagens duplas de objetos cós-
micos situados atrás do string, dentro dos limites de um ângu-
lo da ordem de ^ 0 a partir do string. A separação angular
das imagens é £  6 0  . Esta separação é desprezível para os
— 3 1
strings do tipo eletrofracos (4 0 /v 10 rad), mas é considerá-
vel para os strings gran-unifiçados (A0*'1O  ^rad). Este efei-
to de imagens duplas pode ser a explicação para a ocorrência de 
quasares duplos.
4
Tem-se registrado atualmente um numero de ordem de 10 
quasares e espera-se que dentre estes somente um ou dois sejam 
quasares duplos, devido à presença de strings, situados entre 
a Terra e esses astros.
Uma outra possibilidade para a deteção de um string se-
ria o estudo de galáxias duplas, já que o número dessas é mui-
to grande.
Kaiser e Stebbins |16| sugerem que os strings poderiam, 
talvez, deixar um sinal característico sobre a radiação de fun-
do do Universo. A temperatura de fundo desta radiação teria,as-
sim, pontos de descontinuidade em determinadas regiões do espa-




Mostramos que as equações acopladas para os campos, que
caracterizam os strings, tanto no espaço-tempo plano como no
curvo, possuem soluções numéricas, e que estas são válidas, nas
vizinhanças do string. Desenvolvemos também as componentes do
tensor energia-momentum em coordenadas cilíndricas em ambos os
casos e mostramos que este tensor é diagonal na base utilizada.
Verificamos que a constante de acoplamento ^  tem um valor de 
-4
ordem de 10
Finalmente, obtivemos um expressão para o desvio angular 
da luz, pelo string, resultado que concorda com a previsão fei-
ta por Vilenkin e Gott.
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APÊNDICE A
Apêndice A.l - Variação da Lagrangeana (II.1-9) em
relação aos campos R, 0 e Ab .
Para A = ft
l â -  -  R l & é *  fA")  -  W R ( « ' - * | ' )
3 R,
3  -£■- - r - i- —  ( 7a fí. VQfí)
2{9cn) 2 9^ Cff)
r “ £ /V « f t_ â _  Va(i + Vad J 2 -  7*«.]
2(7CR) B(7cf?) J
=  - i [ u C *  ^  ^  £ R \
- - - { \ u  £  + r *  $oi á" ]
- - • £ [ & & « ■  7c(?J
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'^ 4 90^ Va.y> + 9/1a.j
'■  -?*](¥*&* f4*)-ê- (Ÿa0-t?A*) +
2  [ 3(C^)
+ (vW*?/4«)-9- (?1^#vO 1 
3(?V>
= - i*\W*f4*)U&< (W'f**)Sc







■  1R\zf*fjaxvy*i/f')- -L2 Ibf
RZ-§_ [faai ('V+ W  ?  ?fyfA& ■> g^eH9!
2 ?/)*[
- . I ff f q & A TiÉl + ? 7V M* * ?Z-^ i 7
z i 2fi*  20*  9
= - / «*f f u  c«  g*, *'(* a£, /,-aj. ) J
---i^i\m £•  * Aa£^ ^ si ]




— A ' "  í A  - T T 7  ( 9 ‘ d )  - --2-- ( P d )  _
_  ^  ( « L / i ^ V ) + -f- ( ( t ^ r V ;  ]
?)(7 A ) 7)(Vctid) J9(r /?y
= - - J & K  C é ï  * P d - 3 —
/ér[ cá*  7>(Vc4d)
&  Ai. s\ £ .  P d s -  («LÖI,) d -
W W )
- f V _ 2_  { %Aa)+ % / > * £ £  A - V d - ã -  ( M « ) ]
3 (V ‘ # * )  J
- - ±  
J6*
M t s l  £  - £ £ -  % fio. Sc  £  a
+ M «  Sc £  + ^ § s i ) -
- , v ã s P 5 ( M * ' V
16*
+ r 3-
L f pt4* - &  Æ  - 7oL f i ,  *  ?c fioL *  g  d  d
U v " 3 , í




yfcrtu - H V* 4C
]
_ _L Ped. . 
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Apêndice A.2 - Demonstração das expressões (II.1-16) 
e (II.1-17)
i) Para a equação (II.1-12) teremos,
4 CP-J)&0)J = o , 
V ' ° [ r 2(7 , | Í+  PP«jrf- f c f l ]  = o ,
7 * 1  a * ??*<!>] -  o ,
pode-se mostrar que o primeiro membro desta igualdade é nulo 
da seguinte maneira:
= f 3( a V v á ê )
r J- -â (
f s t* '
= ° ,
pois R e P são apenas funções de p  e onde usamos o fato 
de que
% 4 * 3 é - . o  , Vi<p--i t é --o , ^ 4 - - z é - o
c)k 9 £ c7
qz é  = —  ^  = /°'J •
Assim mostramos que a equação (II.1-12) é completamente 
satisfeita para os campos (II.1-15).
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ii) Para a equação (II.1-11) teremos
mas,de acordo oom o apêndice B.l, temos
a  = -í- &  {p d & ) * Va.0vy - /°'2/
p d r ò r
assim
Multiplicando ambos os membros desta expressão
resulta
que é a equação (II.1-16).
iii) Para a equação (II.I-1 3 ) teremos







= <7J Í j r 2(e-j)?34 ]
= J- ?3 W z ? t y )
* -i- /0"^  g^-f3 
ei/0 '
onde novamente usamos os operadores definidos n 
Assim temos que
r f . > . f / . - á  - ^
! V l ' $ « ' $ > ] ■
Logo,
que é a expressão (II.1-17).
apêndice B.l.
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Apêndice A.3 - Transformação do sistema formado pelas 
equações (2-1.19) e (2-1.20), numa foi 
ma apropriada para a solução numérica. 
Programas usados.
As equações (2-1.19) e (2-1.20) são 
dh. \ o[k /
e
n. ) --<=i XZPoijtA jp, J
que podem ser escritas como




cÍa.2   ^CÍA-
Como X e P são funções somente de r, podemos escrever, 
com r ^ 0,
dk zX, d* = x, 4^= P  ^âZ-„? .
dh- d A-
Desta forma temos
X +  Xií'[ f:j
*  P-nJP-- /^P
OU 2 2  2 y = - x /n. - ‘/X ■» PX/ft,
P = P/n- 4 od xZ ^ .
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Fazendo as substituições




X3 = 4 Xj + /t*X2 XA - 4Xj - n. X3
r /t1*^ + <X Xj Xi •
Empregamos, como condições iniciais, os valores
X Co, / 5 ) =• Xo = 0/ 3 0 6  35
XC0,I5) - X0 = á, 0 20 7 (A.3-1 )
p.(c,i5j = ?o - q t n o j  
f > t 0 ,l 6 )  -  ?0 - - 0, 3 3 9 ^
As condições iniciais (A.3-1) foram escolhidas de tal 
modo que quando r — > eco » X — > 1 e P — > 0. Para tanto,
usamos dois programas diferentes, a saber:
i) Sistema de integração de equações diferenciais pelo méto-
do de Bulirch e Stoer;
ii) Fehlberg Fourth-Fifth Order Runge-kutta Method.
Esses dois programas nos deram os mesmos resultados 
(Figura 1).
Após termos encontrado essa solução, determinamos as 
equações polinomiais que melhor representam as curvas obtidas. 
Para tal fim usamos o "Programa para Ajustamento de Curvas" , 
versão desenvolvida por Sérgio L.M. Berleze, do Departamento de 
Física, da UFPR. Este programa nos forneceu um polinómio de 4®
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ordem para X e um de 3« ordem para P.
Tais polinómios são
tl 3 2
- 0,O33JOM^ n. - o, 05S3SJ56 n. + o,1809528 k  4 
+ O,(>0 3 S0Z 6 n. + o, lSi?6iS
3 2
?(«.)- e,o b z o M ô ?  n- - o, 2 J S S 6 9 k ~  o, 2 0 S S W  í Jto 6 0 $ 3 3 .
Finalmente, com as respectivas soluções para X e P, 
recorremos a um programa que plota as curvas para estas fun-
ções. 0 resultado é mostrado na figura 1.
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n
 o PROGRAMA O U l . I R C H  K  STOFK
F X T E R w A í .  p o w k  
LOGICAL FIN 
T W T E G f R  A U T ü M A . E X T R A P
D I K E N S I O N  X C 4  j  . S - ( 4 )  . Y A ( 4 )  » Y L Í 4 3  . Y M C 4 3  , D X < 4 ) . D X C 4 ) , D l ( 7 , 4 )  
D I M E N r I O N  Y G ( 8 . 4 ) , Y h C 8 . 4 3  





EXTKAP b 10 
EPS s 0.100Ç-15 
PAS s 0.0S>
W0 s  PAS 
00  6 T s  1 . 4  
6 SÍI) s  0.0 
C rüNDTrOES TNICTAIS
T s  0 l l 5  
X t l )  s  0 . 3 5 3 3 * 7  
X C 2 ) 8 1 f 01 3 9 b 
XC 3)  = 0 . 1 9 4 O 7 6  
X( 4 )  s  - 0 . 1 4 5 6 3 8  
WRI TFf 5 . 5 0 2 1  
50? FOR M A T íIX.1 £N 1Rfc CO« 0 VALOR DF TFIR*)
RE Aü (5 . * 31F1N 
K = 0
9  U R  l i  Ff 1 . 1 0 3 1  . AÍ  i 3 , X Í ? ) . T . X f 3 } . X l 4 )
h ,  F ÚP« ATf I X.  " i ’s* . f  1 3 . 7 . b X .  • X1s * . F l 3 . 6 . 5 X , * X 2 = * , E 1 3 . 6 , I X . » i  = * .
* F13.7.5X,• X3=*.fcli.b.bX.'X4=».F13.6/3
IF ( { (H0.GÍ.0. . ArtD.T.Gl.TFxN )'.0R. CH0.LT.0..AND.T.L1.TFIN) ) .
* OR.ÍH0.íjT.0..AMO.t'.LF.0.)J GO TO 12
CAU. REDI6SÍN.T.X.Htó.EPS.S.FOWK.FIN.YA.XL.YM.OY.DX.DT.YG.YH) 
K s K + 1 
GO TO 9 
12 WRITFfb.22?)
2?2 F 0RW ®T(///,15X.f FIM DOS CALíMILO&V)
STOP
FWD
S u B R O h T F N E  F O i M K  Í T . X  . O X  3  
D I M E N r I O N  X 1 4 ) . 0 X 1 4 )
F 1 = X f 1 3 
F2 = XÍ2 3 
F 3 -  X ( J )
F 4  =  x  (  4  3  
DX{l3 s F3 
OX í 2 ) -  F 4
OX (3) s 4-4Fl4Fl*Fl * F1♦F2*F2/(T*T) - 4,*fl - F3/T
D X  (  4  3  =  F 4 / 1  +  F1*F1*F2
R E T O R w
FwO
48
00100 SUBROUTINE s EDI h S íN .y.Y.H0.EPS.S.F.FÏN,¥A.YL.ïV.Dï.DZ.DT.ïG.
01ó7v>0 LOGICAL XOnV.Ru.BH.FIN YU")
00 300 INTEGER A UTON A.PASSE . EXÏRAP
0*4*0 i n t e g e r *r ,s r
00 500 c s t s t f w a  d e i n t f g r a c a o  d e eouACOEs d i f e r e n c i a i s  p o r  b u l t r CH e s t ü
00600 DIMENSION Y AC 6) .Yb'fbl .yMfö) .Dï (6)#DZ(6)«D'lC7.ò).D(7),¥G(8*6)
0 0 7 00 DIMENSION Y H C 8 , 6 ) . Y f6 ) » S (63
00800 COMMON /ÏNTn UM/AUTOm A .Fa TRAP
00900 c o m m o « /FINI/PASSE
01000 C o m m o n  /NUM/En F.ER.L.JP.IO.AF.AG,DFSSE.GMA,m ,DF »DG.ESSE
0 1 1 0 0 COMMON /NUMi/Ft.F2 .FI .F4.F5.F6
01700 PASSE«0




01 700 DO 10 T a 1. • N
01 800 1.0 YAfI)sy(I)
01 900 70 AaHiUX
0 2000 c COMENTÁRIOS
021 00 FC'al ,5F*
027W0 POs.FALSF.




02 7 00 r FXTRAPOLACOES vSUCESSTV»S
028^0 nu i7* j p i = i .e x î Ra p
02900 TrfbO) GO TO 30
0 3000 DÍ7ia2.25E0
031 «0 ni 4i=9.fe.0
0370« D i 6)a36 . F*
03 300 GO TO 4*
03400 30 Dt7)sl.777777777777777F0
035*0 n Í 4 ) a ; . 11 i 1 11 11 11 i 1 11 1 pó
036w 0 n Í6)=28.444444444444444E0
0 3 7 0 C 4tó KÜNV=.FALSF.
03 80 0 TtfOPl.GT.3) KONVs.TRUF.
039*0 Tt  Cil Pi .GT .7 ) GO TO 50
040*0 T.Pla , IP1
0 4 1 W 0 n l t<P 1 )SM»47
04700 GO 'JO 6*
04 3*0 5* T.P1 -  7
04 4*« 0 17 jat>4 .Pu
04 5 *  0 FC=*.PFW*FC






IFfBH.AND.JPl.LT.9.3 Gû 10 110
051 00 KKalM-7j/2
057*0 C CALCUuO DE TCH)
05300 M a M -  1
054*0 n o  70 T a 1 , N
055*0 YL C j )ay A C11
0560O 7* YrtC ï)sY A CI)+G*DZCil
0 5 7 * 0 0 0  1 0 0  K = i , M
058*0 DK = K
0 59*f< XÜKGaX+LK4G
060 00 CALL FfX0KG.YM.DYJ
06100 DO 80 Tal,N~
067*0 Llsyjj f 11 + 04DÏ fi )
06 3*0 YLCDaVMfl)
49
0 6  4 w 0 V M ( 1 ) « U
0 6  5 * U l!=RBSl!í)
0 6 6 * 0 T * f Ü . G T . S ( T l )  S ( T J = J
0 6 7 * 0 8 0 CUNTIttutf
0  ó 8 vi 0 T F f h . t v F . K K . O R . K . E U ^ l  C O  T O  1 0 0
0 6 9 * 0 . U P l S l + ü J P I
0 7  0 vi 0 n o  9 0  T = 1 » N
0  7 1 *  0 Y H f d d P l . . T ) s ï M ( T )
0 7 ? w 0 Y 0 ir0  J P 1 . 7 j = Y L ( I  )
0 7  3 * 0 9 * C ü M Ï  TwUfc,
0 7 4 * 0 1 0 0 C O N T T N U E
0 7  5 * 0 G O  T O  1 3 0
0 7  6 * « 1 1 0 D O  i 7 *  1 = 1 , N
0 7  7 * 0 Y M f i ; = Y H f J P l . 1 )
0 7  8 * 0 1 2 0 Y O r i ) = Y G ( O P l . 1 )
0 7 9 * 0 1 3 0 CALL. K f A . Y M . D Y )
0 8 0 * 0 C C A L C U L O  D O  V A L O R  E X T R A P O L A D O  T ( 0 )
0 8 1 * 0 n u  1 6 *  i * i , n
0 8  7 * 0 V = Di (1 .1)
0 8  3 * 0 T A r C Y M U ) + Y L f I ) * G * D Y f 1 ) J * 0 . 5 E 0
0 8 4 * 0 C  = T A
0 8  5 *  0 n i ( 1 . 1 ) = T A
0 8  6 * 0 D O  1 5 *  K P l s 2 . L P l
0 8 7 * 0 PlrsUf K P 1  ) * V
0 6 P * 0 p.=p i - c
0 8  9 * * 
0 9 0 * 0
u = v
T K f B . f c O . C . F O )  G O  1 0  1 4 0
0 9 1  * 0 R s ( C " V y / B
0 9 7 * 0 n = C * B
0 9 3 * 0 C = R i  * b
0 9 4 \> 0 1 4 0 v = n  j fivPi . 1 1
0 9 5 * 0 D T Í 8 P l . 1 ) = U
0 9 6 * 0 T « = u + T »
0 9 7 * 0 1 5 0 C O N T I N U E
0 9  8 * 0 T E C A B ü f Y f ï ) - T A ) . L b . g P S * S ( l ) ) G O  T O  1 5 5
0 9 9 * « K Ü M  V s . F a I. S F .
1 0 0 * 0 1 5 5 V t T ) = 1  A
1 * 1  * 0 1 6 0 C U  NT I iv 111.
1 * 7 * 0 7 k ( KOivV ) G O  T u  1 8 *
1 * 3 11 ( i~ " 1  3 ) = 4  '.t.0
1 * 4 *  * D Í 5 i = 1 8 . F *
1 * 5 * 0 B u r . N u t . 8 0
1 * 6 * 0
1 * 7 * 0  
1 * 8 * 0
P =  ,CK 
S k  = i«*2
1 * 9 * 0 1 7 0 c o n t i n u e
1 1 0 * 0 C C O M f e m i a k j u s
1 1 1 * 0 TK f A n T O M A . E O . 0 )  G O  T O  1 8 0
1 1 7 * 0 R r t r . N O T . P H
1 1 3 * 0 F l N s . T R U E .
1 1 4 * 0 H 8 t s H 0 * 0 . 5 t 0
11 5 * 0 G u  T O  7 *
1 1 6 * 0 c
117*fi 1 8 0 i K f A U T O w A i E O . 0 )  P C s ! . E 0
1 1 8 * 0 H 0 = E C * H *
1 1 9 * 0 y = A
1 2 0 0 0 R E T  U R U




REAL T,Y (4 3, TollT,RElERR, ABSERR
REAL TFINALíTPRlNTfECC,ALFA,ALFASQ,WORK CRT)













10 CALL RKF45CF,NE0N, Y,T, TOUT, RFLF.RR, ABSERR, IFL AG, WORK, I WORK) 
WRITE(1,11) î,Y(1 ),Y(2),7(3),Y(4)
GO TO (80,20,30,40,50,60,70,80),IFLAG 
20 TOUTsT PRINT
IFCT.LT.TFINAL) GO TO 10 
STOP
30 WRITEtl,31)RELERR,ABSERR 
GO TO 10 
40 WRI TE ( 1,4 J)
GO TO |0






60 TO 10 
70 WRITECl,?!)
IFLA6*2 




3j FORMATciTH TOLERANCES RESET,2E12,3)
4) FORMAT(JJH MANY STEPS)
7î FORMAT C12h MUCH OUTPUT)
51 F0RMATC14H IMPROPER CALL)
END





F4 = Y C4)
YP C13 *F3 
YPCP)*F4













♦ PWOGRAMa PARA AJUSTAMENTO nE CURVAS »
* ALGORITMO DE MIÜUEL « CASTFLl.S - *
* VERsAo DFSEtvvdl V TOA POR SEr GTÜ LUlZ MEISTER BERL.EZE *
♦ CURITIBA - JUNriO/87 *
♦**♦****♦♦***♦*♦*♦*♦♦♦***♦*****************************
MUPULO DF DECLARACAÜ fc 1NiClÃLTZACAÜ DE VARIÁVEIS*
DIMENSION CC1 5) .XI 3.150) , i  ( 150) ,0(15.161 ,Ct115) ,YC(l50) .
1 FRRüP/150),P(15),D(l5)»CARf0tl)#T(15),X'iv(4)»EXPR(l6), 0ESVlOíl5)
DATA OARfl) / 1 N AO** * / * X T / *X (f 11 • , \  Y ( I) » , * YC (I ) « , » ERRO% » /
1 , HTFFN /*=*=***/
MUDUI.O DF FWTkADA DE DADOSt
OPEN ( UN IT*1 . D E V  1Ç E * »D S K ».ACCESS**SEOIN « .MODE*» ASCII1#
1 FILE*'DADOS* DAT *)
R E A D  Í 1 , *  ) w C o E . N V  A R.N P O N .  E K R O . l t ,  IN 
R E A D M  , * ) l C C  I )  .  1  =  1  .  N C o E )
R E A D f  1 , * ) ( (CXCI.J ) <1*1 . N V A R ) .¥fj)1 .Jsl.NPON)
CLOSErUNTTsl ,FTLF=* DADOS’.DAT • )
OPEN ( UNI T=1 . DEVICE* * DSK * , ACCESS* • SEtílN'» .MODE*’ ASCII1 #
1 FILF* * FT'i 111. FOR • )
R E A D f 1,5)(FXPkÍí).T=l.16)
5 F O R M  T (157 f/)16A5)
CLOSRiU«TT=1.FILF®*FITI11.FOR*)
MODu Io DF V A M D a C a O DE DA DOS?
TF f NPoN . G ’j ‘ . 15o ) STOP *NPON > 1 5O MODIFIQUE DIMENSION* 
IF(nCoF.GT.i5)SíOP * NcOf. > IS MODIFIQUE DIMENSION*
IE(NVa R.GT.3) S l o p »n v a r  > 3. MODIFIOUE DIMENSION* 
IE(wC o E.GV'.NPON) STOP * PPü RLFMA f o r m u l a d o  d e  e o r m a  INCORRETA 
1 NCOC > NPUN*
FRRO*ABSfERkO)
IfC l L T N . N f c . O . A N D . 1L I N . N E . i l  TLTNsl 
MODULO DF CALCUlO DOS COEFICIENTES!
DO B T = 1 .NCOE 
8 PCI)=c(I)
N P A S = 0
NCOEI=NCOfc+l 
DO SO J K J * 1 . 3 D  
00 1 0  J =1 . MC0E 
no 10 K = J .NCOtT 
10 OCO.KlsO.
00  1 0  T = 1 , N P 0 1«
1 As I
C A L L  fONCAOC IA.C.X. V (  IA 1 -,aUX .F ?  . N C O E . NPON . N V A  f t )






20 0(J.Nc0ET)=ü(J.nC üF I )-F2*DfJ)
00 30 0*1.NCOE 
00 30 KsI.NCOfc 
30 Q(J.K)*0{J,R)tOtJ)*ü(K)
CALL JORDANtNCOET.O.NCOE.KS)
IFCk S w E q .OJSTOP «MATRIZ SINGULAR -> NAO HA’ ’ SOLUCAq *
DO 40 K=1.NCOE 
40 C l (K ) = C  CKJ
S K * 1 .
R=0.618034







CíK)=rl(K ) + SK*0(K » NCOEI)
50 FÍBFj4.JLBSC8K*urK,hCOEI V/ClfKl )/f LOMfNCOE)
IFfPKLT.Í5.F-2)') NPAS=1
IF(F1 .LK.ERIKO.AND.SK.GT.FRRú ) GO TO 7<0
50 c o n t i n u e
SiOP •PROBLEMA n AO COn VERGTU*
C MüDULo DF CÁLCULOS ESTATTSTICDSZ
70 YR=õ.
DO BO T=1.NP0N 
IA = 1





DO 90 IsJ,NPON 
Gl=Gl+(Y(I)-YM)**2 
G2=G2+(YCÍT)-Y ( I) )* * 2  
90 F=F+ArSÍ100.*íYC(i)/V(T)-i.) / f  T.OAT(NPON ) )
05=0.
TF(< N p ON-nC q FJ .GT.0) G5=SURTf G?/PLOAT(NPON-lNCÜE) )
CC=1.-G2/G1
,D0 100 1 = 1, NCOF
DÉSVlOCf)=Gb*SORTÍ1./APSf0(1.1)) )
100 T(I)=ABS(CU)/D'fcSVTO(l))
DO 110 T s l . NPO N  f
110 ERROPíJf=(YC(I)-YlT))/Y(Ií*100.
C MODüLrt DF SAlDA DL DADOS* , _
OPEN(UNITsl,DEViCE=*DSK*. ACCFSRs'SEÜOUT'.WODF=*ASCI1'.
1 ElLF=•AJüSi F .0AT« )
WRTTEí1.1201
120 FORm At M H I  ,4X. «FITIil - AJUSTAMENTO DE CURVAS')
WRITFÍ 1.130)NCOE.NVAR.NPON .ERRO.'(Pt J) . J=1.NCOE)
130 FÚRM»T(//1X. «NO.COFF.s «,i3.T20.'NO.VAR.= ' . U . T 4  0.
1 «n O.Po NTOS s '«T3.T60.«EXATIu .s '»ElW.2
2 //lX. «VALORES INICIAIS DOS COEFICIENTES CIK)*'.
3 /b(lX .F15.7.4X))
W r TT F H  .140) CAh(ILiN),(FXPRÍI),I = 1,1b)
140 FORm AT(/ iX , •FUNcÁü AJuSTAüA (•» A 4,« LINfc A R ) í '.1X.16A5)
WJKlfpf 1 .150) fc.G5.CC 
150 FORM AT(//i0X «'DESVIO m EDIo =«.FB.3,' %'
1 /10X, «DESVIO PADRm O DE ««Ywr«.FR.3
2 /10x , «COFE .DF CÜRRFI.ACAO =*.F11.6)
WRITEÍ1 .1.00)
150 F o r MAT(//iX ,'COfcF.Nü.'» T1b ,«COFF.',T3tf,'DESV.pADRAOíCOEF)'.
1 T51.'rOEF T (COEF)«
2 /1X.R r « - » ) ,T 1 b.S( ' - ' ) .T30 .17 ( «-« ) .TSl.14(»-* ) )
WRITFÍ 1 .1 B0) ( (I.Cil ) .DESVIOf ,T) .T(l)) .1«! .NCOE)
1 B0 FORMAT (4X .T2.2X.E16.7.4x ,E1 b'.7 .4X ,Ei6.7)
WRITEÍ1.190)(XTÍ1).1 = 1.n VAP).XTÍ2).XTÍ 3),XT(4)
190 F0RNAT(//iX.6 í 5X.A5.5X))
WRITEÍ1.195)(HIFFN.1=1,n V a R*3)
195 FORm At í IX» 6 ( 5X.A5.5X))
DO 200 Isrl.WPON 





S ü B-ROTINA PARA SOLüCAO DE STSTEMAS DE £0. ALGÉBRICAS* 
METüDO DF GAIJSS-JORDAN * 





IFÍABsfQfJ .J) )'.l't . f i .E-30) ) KS=0 
IFfKRlEü.fc) RETURW 





O (K . NCOFT)=ú(K .WCOFI)/Q ( K ,K )
RETURn
END
SÜB-Ro TIn A PARA CALCULO Dá SORA DO QUADRADO DE F»
FüNCTíON SÜ«FCNCO^T.Q.C.Cl,X.SK.NPON.NVAR.NCOE,¥) 
DXMEMSIOKÍ 0(15.16) .Cl (15) .Cf 15) .YC150) .XO.lSál 
DO 10 T = 1» NCOE 
CCUsrl ( T)4SK*GÍ I.NCOET)
SUMP=0.
DO 20 1=1,NPON 
1A = 1




SuB-RnTlNA pARA CALCULO DA HfNCÃOí
SüPrOuTINE FCIWCAO f l.C.X. i .PRED.FU .NCOE.NPON.NVAR J 
DlMtNSlON C(15),X(3.150)
INSERTR a FüNCAO 1'Fü R jCA d f s f o a d a s
PREO = f( X ( 1 , I ) . . . , . X í N V AR , 1 ) . Cf 1 >..... C (NCOE ) )
PRED = 1 ....... .




SUB-RoTlNA PARA PESQUISA DO PARAMETRO LÁMBDAí 
HETODO »'Go LDFN-SECTIOn * :
Sü&ROnTTNc, FTeOÍNCOET.y.R.AA.BB.EPSI.ESÜ.XI.Q.C.Cl .X.NPON 
N vAk .n Co E)
DIMENSION 011 5.16) ,C1 t 1b) ,C( 151.YI .150) ,X(i.i50)
LOGICaL XAV 
XAV= '.FALSF.
A = Am 
B=Rh
X ir p-R*(B-A)
X2 = A + P*fí>-A)
SUMI 1 -SUMf (tvCüFl .Q.C.Cl .X.X1 .NpON.NVAK.NCOE,Y)
SÜMF 2=SliMF (N COE1, 0 • C • C 1 • X » X2.NPON,NV AR » NCOE.Y)
DU 10 1=1,150
1F(ABs (x 1-X2).f E.EPSI.OR.ABsfÍSUMF1-SÜMF2J/ÍSURF1+SUMF2J) 
LE.ESO) X â V=.TRUE.
IF(XA V.AND.SUMF2.l t .SUMF1J xí=X2
TF (X AV) RETURN
IFfSUMF1.LT.SUMF2) GO TO 20
A = X1
XI = X2
SUMP 1 s SUMF'2 
X2=B
SUMF?s S U M K w C0E1 .Q.C.Cl .X .Xj . NPON . N VAr ,NCOE . Y )










RtSü - «Ju*STAí>,EHTU DE CuRVAü
:OEF,= 5 Nu.VAR,= f NO.P0wTUS= 38 EàA'1'ID.s 0.1oE-04
)PtS JivIClAlö D06 COoFiClEOíOS CÍKJ:
,10000000+01 0. l(t)0K)íí(ü0£+ió.l 0,lv0tóQiOP>t*àl 0,Í0000»0t + K)i
.'AO aJOSïADA C wAo-OTNFaR; í SUBROUTINE t ItíO t NCOOI , Y $ R , A« # BB , EfSi , tSò , A1, Q , C #.C
O E ü V . i O  M f c O Á O  = 0.040
D E S V I O  P A D H A O  OE " ï " =  0.W00
C O O F .  D E  C D R k E d A C A Ü  =  0 . * 9 * 9 * 9 4 9
. NU. COEt . DOSV.OADRAOtCüEí’ ) COOF T (CÛ0F1
• m «■* ■» 1 f 9 1 « 1 1 1 1 9 1 1 1 1 • 1 «
1 0 . 2 11 7 6 150+0*0 0.6*546900-04 0.30448/40+04
2 0.60950380+00 0 • 1 26t»40?ic--03 0.46052670+04
3 0. 1809528O+W0 0 . 258*348^-03 0.6*863560+03
4 -0. 5535166 t.-wl 0.538b897o-03 0.102/1410+03
5 0.3310411O-0I 0.11357910-02 0.29146300+02
A '  ? I  )











, 7 0 0 0 0 0 0 ß+o 0 
.7 50 00000+00 
,8o 0 0 0 O 0o + 0 0 
.85 47 0 010 0 c, 4 0 0 
.90000000 + (ò 0 
.95 0 O 0 õ 0 f. + ó 0 
.1U000000+01
• 10 500000 + 01 
. 11000000 + 01 
.11500*00+01 
, 12000000 + ^ 1 
.12500000+01 
. 130O0O0O + 0 1 
. 13 5000 0 0+01 
, 1 40:õ0O0O + ò 1 
.14500000+01 
, 1 6000000 + 01 
.16500000+01 







V ( 1 )
vii. 3 0 o 3 6 0 w E + 0 0 
ti . 3 4 0 3 3 4 0 E + 0 £ 
0. j748970p+00 
0 . 4 1. 00 01 0 F+0 0 




0 . 6966o00E + 0«7 
0,b349il6E + 0ti 
0 , b 7 4 9 3 7 0 E + 0 0 
0.71 67000E+00 
ic.- • 7 7 4 4 2 0 E + 0 0 
0,79999900+0^ 
0.84345000+00 
0.08 / 8O40E + ÉÎ0 
0.93327200+00 
0 . 9 7 9 7 2 2 0 E + 0 0 
0.10272 60E+01 
0.10759 43E + 01 
0.1125e 23E + 01 
0.1 17 6962E + 0Ï 
0.i22942bE+01 
it,.1263284 fc+ 01
0.1 3 5 8 613 E + 0 1 
0 ,13954960+01 
0.14 6 4 0 21E + 0 1 
0.1514287E+01 
0.1576401E+01 
0.164048* E+0 + 








0 • 3 4 0 6 1 0 61, + 0 0 
0.3/4/ 1i 50+00 
0.40967210+00 
0•44537b10+00 







(5.7 6 7 / 9 b 2 o + 0 0 
0 • 8 0 0 ji 9 j  8 o + 0 0
0.84366690+00
0. 86825600 + 00 
0.9á3b0o5o+ip-0 













0. 1 /0 0 809 0+01 
0* 17754i8c + 0i 
0. ltí4b3*2O+0l 




0 . 2 4 1 0 5 9 6 E + 0 0  
0 .  616  7 o 3 0 £ — 0 1 
-«> . 4 9 4 8  / 4 5 0 - 0  i  
- 0 . 9 4 6 4 6 1 3 E - 0 1  
-O .  1 0 4 9 3 7 4E + 0 0 
- 0 . 9 3 6 3 6 7 6 E - 0 Í  
- 0 . 7 1 6 6  / 9 b E " 0 1  
- 0 . 4 5 4 6 6 3 2 Ê - 0 1  
- 0 . i 8 9 7 9 8 l E ~ 0 i  
0 . 4 7 5 1 4 3 6 E- 0 2  
0 • 2 4 1 3 6 8 2 E - 0  î 
0 . 4 8 0 3 2 6  7 £ —0 1  
0 .  4 7 0 3 1 2 / 0 -  0 i  
0 . 4 9 5 4 9 9 + 0 - 0 1  
0 . 4 9 5 l i 9 0 f c - 0 i  
0 . 4 4 0 4 1 5 0 E - 0 1  
0 . 5 5 e 4 i 7 b E - 0 l  
0 . 2 6 5 6  i 7  5 O - 0 1 
0 . 1 3 9 0 6 1 0 E - 0 1  
0 , 1 8 9  4 59 7,0-0 2 
- 0 . 9 3 7 3 6 6 9 0 - 0 2  
- 0 . 1 9 2 5 9 4 6 E - 0 1  
- 0 . 2 7 1 5 * 4 4 0 - 0 1  
- 0  .  3 2 4 1 7  6 o E - 0 i  
- 0 . 3 4 7 3 3 4 0 0 - ^ 1  
- 0 . 3 3 b 6 3 2 9 E - 0 i  
- 0 . 2 9 9 Í 0 5 2 E - 0 1  
- 0 . 2 2 9 7 5 3 2 0 - 0 1  
- 0 . 13 o 1 3 7 0 0 - 0 1  
- 0 . 2 5 o b 9 7 3 O - 0 2  
0 . 9 1 7 4 7 7 0 0 - 0 2  
0 . 2 0 3 5 0 5 5 0 —01 
0 . 2 9 1 3 1 4 1 0 - 0 1  
0 • 3 3 6 5 3 1 7  E - 0 1 
0 . 3 1 3 4 4 7 6 0 - 0 1  
0 . 1 9 3 3 7 4 5 0 - 0 1
56
RfcSü - AJUSTAMENTO DE CURVAS
Nü.COfcF,= ‘t Nu.VAo,= 1 Nto.PObÍoS= 43 EaATJu.s 0.1toE-t
VaLORíS IiilCI Ali> ÜOi> COt.FxCTP.MTtS ClKjs
O .  l u 0 U 0 0 0 £ 4 0 l  0 . 1 0 0 U 0 U 0 O 4 U  1 0 .  1 0 0 0 0 U 0 O 4 01 0 ,  l U 0 0 0 0 ß t 4 Ö 5
FUNCAO AJUSTADA (»m AU-LIWêaR J í EimD
ÚPÔVJO MõDJO s  0 . 5 5 5  
üEbVlO PrtDkAú DE * ï " c  0 .W04 
COOF. DE G 0 R K F ti A C A ü = 0 . * 9 9 5 5 5 4 5
COEF. NU. COPE .
1 O . 1 w 6 1> 3 3 3 1 4 o 1
2 - 0 . 2 0 5 5 4 4 7 0 + 0 0
3 -  0 • 2 1 5 5 6 9 0 1 4 0 0
4 0.82049ô7t-*l
DOSV.FAu Pa O t
0 . 6 0 1 5 6 9 3 0 - 0 3  
O .I06O?1 2E-02 
0.1 y22895c,-02 
0.353o3áü)c.-^2
CüEF) COfcF T (COEF)
0 . 1 O 0 2 7 5 4 E + U 4  
0 .  1 9 2 7 8 0 3 o 4 ü 3 
0 .  U 2 l 0 o 5 c . 4 U 3  
0 . 2 i 2 0 2 A l c 4 t o 2
a ( M j 
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PROGRAMA OUE PT.OTA AS CURVAS RFEERENTES AOS CAMPOS ESCALAR 
E GAUCF
D E C L A h A C A O  E I N J  ^C I A L I Z A C A Ü   D E   V A R I A V E I S  
D1MENSION TITULOÍS).TABí100.30)
D A T A   X , V / S . . 5 . / .   5
T I T U L O   / » M A G N 1 T Ü D E S   D o S   C A M P O S   E S C A L A R   E  G A u G E » / ,  
X X / » X ' / . P P / ' P ' / . R k / ' R '  /
MODULO DF ENTRADA DE DADOS GRAFIÇOS
O P E N ( H N I T = 1   , D E v l C £ =  * D S K ♦ . A C C F S S =  * S E G I N  * , M O D E * »  A S C I I  *  # 
F I L E * * S U B . D A T » )
PEADft,*.END*10) PMiN.PMAÀ.DP.RMlW»RMAX#DR.X,X 
C L O S F r U M T T r l . F T L E = ' S U B . DA I * )
M O D ü L o   D F  C Á L C U L O S   B Á S I C O S  
N P = Â B S ( P M A X - P M T N ) / D P  
N R = A B S ( A V A X - R M T N ,) / D R  
F S C x = X / A B S f P M A X - P M T N )
FSCYSV/ABSÍRMÂX-RMTív)




CALL PLmO VFí 0 , 7 . 5 » 1 ü • )
CALu PLMOVFÍ0.0.,10.)
CALL PLMOVFÍ-i.0..0.)
MODÜLO PARA TRAC»&0 DE TTÍULOS E E S C A L A S  
CALL PLMOVFÍ1,0.5,9.)
CALu pLTFXT ( 0 - 5 . 9 . , O . 15 ,0. .TTTülO , 37 )
CALL PLMOVFÍ1,1.,S.ò - Y)
CALL PLSCALÍ FSCX.ESCY.PMTR.RMINi 
CALL PLGRIDÍ 0.PMT« .RM1N.DP.NP)
CALL PLMOVFÍ 1 . PmTN.kMIN)
CALL PLGRiDÍ1.PAIA.RMIN.DK.NB >
CALu PLMOVFÍ 1 , PM IN , RM IN + DRfET.O AT( NR ) )
C A L u  PLGRXOÍ0.PMTN , R M I N + D R * E t , O A T ( N R )  )
C A L L   P L M O V F Íl,PMT«+ELüATÍttP)*DP,RMlN)
CALu PLGR1DÍ 1!•PMTN+FLÜAT(wP)*DP-RmIn.DR,NR )
AUX = RmTiv - D.2/ESCY
CALL PLMOVFÍ1.PMTN-O.15/FSCX.AUX)
C A L L  PLivHMP ( P m T iv  - 0 . 1 S / E S C X . A U X . 0 . 1 . 0 . , P M I N , 1 )
00 50 T=1 ,NP
VALL s PMiN+FLOATÍT)*DP
CALL. PLNUMBÍ VÀLL-O . 15/FSCX . ã!IX .D . 1 ,0 . . VALL , 1 )
C A L u   P L M O V F Í 1 , Í P M a X - P M I n ) / ? . , R M i N - 0 . 4 / E S C * )
CALu PLTfATÍ ( PmAx-PmTív ) /5 .♦PM1N. AÜX-0. 15/ESCY ,0. i ,0 . , RR . í ) 
ftUX=pMlN-tf,7/ESCX
CALL pLNUABÍ A UX , pM I iv - O . 05/ESCY .tó.l,0..pMIN,3)
DO o0 1 = 1,NR
VALL = RMiNtFuOATlT)*DR
CALu PLfvlIMBí AUX , VALL-0.05/FsCy.O.1,0.,VALL.3)
CALL PLMOVFÍ 1. .PMIW.RM1N)
MoDULO DF FNTRADA DE DADOS TFDRlÇOS
O P F w f D N l T s J , D E V 1 C E = ’ D s K * , A C C F S S = * S E Q T N ’ » M ü D E * • A S C I 1 1  ,
FILE*»TABELA.DAI')
D O  7 0   1 = 1 , 1 0 0
R Ê A D O , M , E m D = R 0 ) t T A B C I , J ) , J = 1   , 3 )
CLOSFfUivtlsj ,ÉTLF=» I ABFLA.dat *T
1 = 1-1
MODüLo da plotagfm da C u R V A  
CALL PLMOVFÍI.TABíl,l),TAb(í.23) 
n o   9 0   J  = ? , T  -  _  ' ■
CALu PLMOVFÍ 2.TABí J. 1 ) ,TAt><J.23)
CALu PLMOVFÍ1-TABÍ1 .1),TAÜ(1 .33)
D O  1 0 0   J = 1 , 1 58
Apêndice A.A - Demonstração das componentes Tqq.Tjj 
T22 e T33 do tensor energia-momentum.
Tomemos a expressão de Tat)/ dada em (II. 2-1)
Tafc = feftHft + + X  («,»- ?cr>*)(Vki)c - 9c Dk) +
utr
+  L  1  vca v c<t - ± < i p \ t 9 y  _  *
+ -L^{9cn™ v ' V )  j jai
) Para a = b = O temos
Toc =, foftVoR.+ ■f-^(?<J/íc- 7 cv4,Xvírtt-í?/J(,) +
+ [ .  J. fcR 7 £ft - _ t f i *PZ9 4 9 ct  -  Z L  RZ-  ' t *  )Z -*
+ X  ÍOl!)tX<7^ ,“-{7'™',C-) 1 ‘joo
I 6 t f  J
Como
= 3LE*0 / io ^  r ^  = O , A> * C? ' « 0^0 ~ - 1 y
9 t  < 3  f c
entao
T 00= 19cHVctl* + n V V tiS ^ i  M t M m -fafic)(9c*'n-
*2 2 ibff
+ x(
Porém, de acordo com o apêndice B.l, temos




W j l # ^
que é a expressão (II.2-2).
ii) Para a = b = 1 temos,
TL = ? R ?j R + R * p V ^  « ?!+X(írtí. 7 ^ ) 0 5  fl£-döj ) + L«
Hfr '
mas como
tfR.; àã =o , 7j{í = a i - o  , Aj - o  X 1u -+i,
3* 3J-
então





que a expressão (II.2-3).
iii) Para a = b = 2 temos
T Z2 = 7,h ?3 r. + ß V V t^«5^, I  -t L
Hit
mas como
% 6 i  2jé . a - 4  1 e L -  - Too 
í T  '  d z z
entao
T
lz^ - -f. X VtAC 2^.flc + L- 
H ír




-L- P Z\ ) _ T<
H1í^ 2 / Ld/°
oo
à í } \  ^ \ d í } \  ± \ à í }  \ 1 P -ZK Z?
[ j ' d/° I ^ / £ (
4Í?‘




< W  /
.2 . , _2 Z 2
'ftP - Z X L H - ^  ) +
que é a expressão (II.2-4).
iv) Para a = b = 3 temos
T „  C + ft2p%f#Vafí + - 4 ) - !  L1
de acordo com o apêndice B.l,
= e *3v , * 3
- t - s i i t r 1
assim
T í3 = M j  1 ^  V p * .
-  á r . t f
OU
+  / 2 - A ,  í  p  - x
' 2fff ' 2
que é a expressão (II.2-5).
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APÊNDICE B
Apêndice B.l - Operadores
No capítulo II, a métrica é 
gIa r - <Ü + d.£ + àf>\p2(Lfí\
Assim os operadores Va e 7‘Vi terão  as 
usuais em coordenadas cilíndricas,
V* = - .a _â. + a. 4 J.ot a* ap p d0
V 7a - - _2- -f -2, * J- 3l ( p 9^9t2 aáz f dpv vp) p2 a^z
Para os campos 0 e R teremos
£* .Vt-.p* ,  ŸatŸ'fS- f>'\
%«-= ?‘<L--á£ , Ÿ'.ft.V'R* V.R?.*-= [áZ)2, 
&/) V</»í, = Ÿ^fikylAb--M
No capítulo III, a métrica e 
, j-2 <3.2 c . v*,2  ,^«   2 C,>2  ^fl/i r - |? ií* ■+ c dj + 6 4 dy° •
formas
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De acordo com o Manual de Fórmulas e Tabelas Matemáti-
cas (Murray R. Spiegel), página 125, temos para os opera-
dores
K0 3t kt kz â</t «y3 * :
= 1 f -2- I **J kzk3 — -f -3. f JL-JaJu._â  ^ +
k . k , U 3L 3 t '' k° 3 t ' ^  kj ^
+ -2- /  Itn kl k3 ^ -f -2- ( ko k | ^a.
hz )  d f> \ k3 ^
Observando a forma da métrica, temos que
I */z i **■ I ^  L kh0 = ~e , kj * « ’ , kj * « / k j - -1 /
sendo os vetores de base dados por (III.1-5).
Com isso temos para os campos 0 e R,
x*£ : cÇ A> = JL- -â / 3. \  g  2 r e“C_â ( à ) ó - e Y





Ç ‘>7a fL= i i  Crt-tQtOáí- + <££
2 J/” oy>* '
V " V ^ P ^  ; - f 3^ p e ’C
, f J- f  &  1
í 2 J
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*P 1 -C 
&
Apêndice B .2 - Demonstração das equações (III.1-5) e 
(III.1-6).
Para a equação (II.1-11) temos 
mas,de acordo com o apêndice B.l temos que
= - __i___ - í- .2. fí)
I 3/5 V èp
-  e  e
e c e.
-v2 r ^ í & 4 1 S /íe&í/ /té i ^
J p  è p  %
, Vz e/z Vz.s Jfí ^  R ]jf X & e e- dC aJX +. e c e sLIX I
2 dp dP J/s2 J
c/f dp
-L á(fl-(84c) d fc f d £  ,
2  d r  i P  v ;
e para o segundo termo do segundo membro temos,
( W - ^ . X r V ->?/»*) * r \ f f V  - t  e~c'j
assim resulta 2
Jl&  + 1  A  ( m e * c ) i £  = R.[HXl.fíí-'n^ * &C ? ] ;  
épz 2 <*P <*P
que é a equação (III.1-5).
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Consideremos agora a equação (II.1-13):
seu segundo membro pode ser escrito como
f d o  = ffJP »  .
E para o primeiro membro teremos
mas,de acordo com o apêndice B.l, temos
f  z Vi fíz -L 7 373 ffz 4
, -A/z -Vi f A/z M  C/Z jP ~C 1
- 2. e * € \e e ^  á L  &
? L df> J
r J~ í  à£  e ± d_f e
Z  d p i J olp
assim temos que
£ ?  4 X  Á  (me-O e L f  =
-2 dp tjp
que é a equação (III.1-6).
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Apêndice B.3 - Demonstração das componentes Too» Tn» 
T22 e T33 ^  tensor energia-momentum.
Usando novamente o tensor energia-momentum dado por (II. 
2-1) temos:
i) Para a= b = 0,
T „  = J. LVc,rtcg/)0)_ 70iíc7ífí0 _
Hh
? c/ J o •+ #0 ) 4 l g 00 j
como




Too = - e L
Fipz?có % 0 +  zxíft-rf) + - L V cttmVc âi».\j
H fí  J
onde os únicos termos não-nulos são,
Too= -• J
então, de acordo com o apêndice B.l, obtemos
Z Z 2 _ C  » . * s r> . 2
T  / */^ o - L  <z
Z
( áü) 4 «V e_ t4 2 *(A-»iV- X .  £7 Í-?) 1
\  ol/»/ \  df>J J y
que é a expressão (III.2-1).
ii) Para a = b = 1,
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Th = + P % ZÇj<t - L ^ A ^ ^ A c -  V , A c Vc A i -
. r - f í ,  Cj Ac + r ‘ * i  V< Ai ) + L  J )
mas como
Vjtl ? 2 S  i o , % $ -- SJê = o , 55 í? = o t 3 = « ,
3J
temos
T  I 8
Ta  = L £
que é a expressão (III.2-2).
iii) Para a = b = 2
TZ1 = ± { ^ A cVz Ac - V z A)c í’CAZ
_ ^rfzfc/íz W  '•íil .
mas
VZ R = =0 , vz tic-- <o,
2>0
logo
T U *  f V l i é V r é  * ? % 7 c A z 4 ( 3 ...
qtr ^
De acordo com o apêndice B.l e lembrando que g^2 
obtemos a expressão (III.2-3),
T ,i  - ± S Í - ( f p  Z U * 1- t ' *
iv) Para a = b = 3.
Tn  R.* flc- 7iA%ft3 -
HV
- 7C/1* %flt 4 V*A*9cH) -»  >
mas
% < f i = 2 é * o   , &
logo
T33 = i-0 £ ( i^)2- (l?2eC- 2^ C(ò'r\)Zj; JL 
.W/V HO ■ A t í U -tff2  \ o^>
que é a expressão (III.2-4).
Para a ^ b, temos que A^b=  acor<^° com (III.I-
2), logo restam apenas os termos
Tab * Pa R. «bfi. * fV w % <t> + _/.(/« rtc7b/?c - £ /?t -Htr
Porém, os termos V.RVtR eV^F^ só serão diferen-
tes de zero quando a = b. Desta forma
Tab-- J- Cv^T,^ - Fa^Pc^-F^««^ pr/í* £ *>fc ) .
W
Temos porém que, para a ^ b, todos esses termos  se 
anulam, logo
Tab = 0, para  a ^ b.
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Apendice B. A - Componentes de Rab.
As componentes do tensor de Ricci serão dadas por
o -j—' 3 ~j— ,0 _ ~p J — v Z -pv 3 -po-pO
't ab = "òj |a(, _ 3», IgQ _ 'a* - 3b I a 2 -  b^'ci3 ■* *ob 'oo "t
-po-pi - p o p z  - p 0-ps - n i-n° ~n' ~ n J " P  J_P Z 
4 / ab  ' a j  +  la/ ,  la2, 4 /A6 /®3 4 l a b //a ■* 4 «a b 'jz ,  4
T~**P'P " p 2 p ' 1 P ' 2t “' z "P zT a5 ~ n 3 - n °
*■ /a b  '33 4 'a b  'Z0 4 'ab  / 2 /  -4 / / 2 z -4 ' a b  'Z3 4  ' a b  ' ? 0 +
 Tj2—  ^| -p 3 -p, 2 T ^ 3”P ^  -p 0 -po p  J"pl? ~ P * P °
4 Ub  131 •+ lab '32 4 '»fe 33 ^ Uo Ibo “  'âO 'bl -  '«* 'i>2 -
p V °  p ° p J p j - p *  p zp J p 3p j ~ p ° 7
' 'ao /b3 - laJ 't»o 'aJ 'j>j - 'ai 'az - 'ai '«3 ” a2
0-r~^Z
b o  -
p J p 2  p ^  -p2 p Zp  2 p o p 3 p i p 3  p 2 p 3
- 'az '{,< - '0 2 'b2 - 'ai 'b3 ~ 'aa '£0 ~ <23 * b' “ a3 'J>z "
— v 3 — v3
- a^3 i 1,3 ;
p'1
onde os coeficientes de conexão j^c sao:
- p . a  - p  j - p  2 _
100 -  100 -  > 00 ~ 1
— v3 , 33 4. 1 Pc//í
iao - ~ 2" ? ^3 ^00 2 q| ’
-po — M  r í
o - Ijj ~ Jjt - O >
r * --L q33 a - - X e ^ d Â
*'* 2 3 d 3 3í4 " Z 3 ^
P 0 " P J -rN 2 
*Z2 ~ '21 - Tjj - °/
V , i- - 1  3 - - I
“  2 7 3 ?2Z ' . ?  j p
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j -  - "^33 - O^i ~ O^Z ~ 0 >T°- ,'3 3  '   3 3
Tj/ = i f° d ,* . J .J A  ,á  z d  3 doo  2. d(>
-pl_ -pJ -p J p*_-pZ ."P*-~P?- T 3 - ~P 3 - ~P °- O'01 - Iq2 = '03 * 01 ■ '03 ■ '03 “ '0j “ 103 " '02 ~ IJ2  ~ * 
pi p  z "p 3  | \ o
'iZ = 'JZ - ‘ J 2 “  >3 r
■pJ.ioJJ3 a ~ ± dÊ ,
*3 ■  Z   “  3 o í j   “  2  c j l ^
_p 2 -p3 pc  p  J P  3
I 13 “ '*3 “ '23 “  '33 = *23 = Of
~^z  ,22 , j r
2 3  '   2   3   9 3   3   2  2   “   T   ^
t j ~r7 ~r3 ~n°  t  J -p 3 -p°  t 1 7 ^z ~ P3  ^10 ■ 1/0 - l/o ~ '<0 - '20 - <20 - 120 - 12j = '2f "^v
iú00s a _ ± d£ ,30 - Z d  3 doo ~ 2 ’
pZ p? -pO 
30 ” I30 ~ '30 = '31 “ O
. i aJJ^ * X ái ,31 - Z f 3 ojl ~ 2 df
p,'=T7,3=»31 - >32 - /32 “ *32
- í jf-
Como g k e  são diagonais, as únicas componentes
de R , não nulas serão ab
i) «„„ = 1 í (eAM)+  1 eAdâ l í* *  J- e*dâ  1  <LÊ +Z dp l dp'  2 df* 2 dp 2 df> 2 êf
+ iií-i 1 iâ „ 1 dJi J- e*àâ ,
Z àf> * dp  2 <jf> 2 Jp  X dp J o/f
r X  J. ^   i íâ  * J- e*d â  i í
l V/>c * W/V  ^dp dp V Jp
z
r X eA I d£- a X .êX (fl + o>4C) dÉ 1








ziïvoé*- ía'ík = ÂJt + J- —  ( m ß - i O d ä  ,
d p *  2  df> dp
é a expressão (III.3-6).
R . . î d r f d i )  1  e à &  i 4 £  -  X  e 8i e  1  à S  _
11 1 * r  dp 2 d p  2 d p  2 dp 2 dp
- i S d S .  l i i  ,  1  ± d â  + l  d S  l e * d &
2 dp Z dp 2 jp 2 ç)p 2 dp 2 fp
- -  d  e i &  . 1  e 9/  àê.'t- l  e Sd ß  J 0  .  1  e * M  Ú &  
2 T r i  V \ d p )  h T p T p  ï  d p  d p
i 3  4 I Í  é»-*8*C> Â Ê  , 
dp2 2 Jp d p
é a expressão (III.3-7)
r22 = ' 4  ^ \  1 e Je d£ „ 1 e,càç
é p z  2 <àp <)p « d p  4f> H dp dp
- t e\ % t + í eX f p Í + i e\ ¥ p f
- - 1  é'sLL - 1 eidi')- -L edi tí . J t i i  dÉ
2  jp t- H \ d p l  y dp dp  Ÿ d p  d p
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ÇL, , * . I \ S c  . 1  cL (rntitc)jç. 1
“  2 Í 7 p  ÍJf áf J
OU
. 2 R 22£ C=- z a ab $ aé h^ á k  * I á- í<n<i*c)dÇ ,
jp* 2 Jr  j(>
que é a expressão (III.3-8).
iv) R~_ = — i jLÁ - -k çL_$  ^ _L djk. ^ J. ( SLâ ) «




V/9/ W^*/ K c/^1' J ^
que é a expressão (III.3-9).
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Apêndice B. 5 - Demonstração das equações (III.4-10) 
(III.4-11), (III.4-12) e (III.4-13).
Definindo




j n  jp
- s ^ \
cL I . . ffíTk '





i t _  j
A . K d J l  
Jn J
fffrj- O p V J^ K ( x - i )  + y .-i L ^ d f  
; dífA|*^-‘(KCX'd)i+ z / W ^ s j L P j  i '
que é a equação (III.4-10).
iíd
Para a equação (III.4-9) temos,
2 z Z -c
Í -C í Z , Z Z,z- 2 e fL_f> „ ) * (2—  í df) 1Li b ' j z \ ot/* /  J
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s 2
Dividindo ambos os membros por A *h e simplificando,
chegamos a
,Z „ 2 ' 2* -1 z 2 2.  ^nZ z^.2- -i '•* z*( <íf ) 1
ÜL -  , ZÍ K x P-ÓK^i CX-j)-^ K * e V ^ / J "
oln i
Assim
2 * r 24 _4 2 2 2 2 v2- 2 _4 ,i ZA( Ap \ 1
d K. _ Cjff^  U z e  K ?< P-é-K^t CX ' 0  + ''f K eC « ' T""'
c/a '
que é a equação (III.4-11).
Para a equação (III.1-5) temos,
21 ^ 
A-!L_, 1 4  ítHZ*e)dÈ = R.f miílZ-*l2) * e cP 1 
< > / > *  2  «4 °  o f / » .  L
Como
-c „-2 2A 
A = B, e = H • e ,
Temos
% 3X j k t  l S * Â ( i a + c ) à Z  ;
mas,
± A ( 3 *HC)  ê ^ ^ d â  r H'JM  ,
2 **• V  é f
logo
+ J í W  ci* = _JL }hx*i2Lx-*)* Z*lK Ze * ?  ] ,
Jnz oIa. eta *•
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~ I  4 K j M  ^ 4 ^ )  = X [ y  (X -J )4 z * ? 1’]  y 
d n z  d * - \  ê K  1  L
K ± { K d £ ) - x [ H L * - i U  * * ? * ] ,
que é a expressão (III.4-12).
Para a equação (III.1-6) temos,
à2. * -I- A(ft*z-c)d£ - i i t r ^ a ? ,
J/>2 1 èf> df>
como
1  Á  (ma-c.) = Á. (»- çj ) = c (e* c/z )
2 df #> *' J(>
-2* ! rJ f 2/1 -J \
- * ^  e H ),
df>
temos
jiZ + e - ntf«Z^ 2X.2P  !
*sf Ä  Ü u  7
»iß /»nfi
V a  d-? + , a l i  »íl x z?
o^a1 )[~jí ^  {jU_ ^
+ e ZJ9K j L ( 6 Z/9H l) d f  - o L X ZP ,
cLh-Z àh. dA.
OU
Í * ' K  4 -  £  e 2 V ' í L 2  ] -  «1 X ? P  ~  O  ,
à^- L £(A- J
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que é a expressão (III.4-13).
Apêndice B .6 - Transformação do sistema formado pelas
equações (III.4-10) e (III.4-11), numa 




2 • , si •• , Z
f i- .s L â  , *  -- d J  , k -- <L£ , K -- dJS
drt3- d"- dU* olA-
temos
%  - - K JK À + W * l [ -  4CX-J)+ 2 í i ' W ?P  ]  i
e
H ê k ( x 2-j)Z4 x ' / V V  ] ■
Fazendo agora 
Xj = X?
x t = k
X j  = *  ---» *3
- K — * Xq = ^ / 
temos para o sistema 
* i  = X3
onde P e X são dados no apêndice B.3.
As condições iniciais que empregamos são:
A( 0,15) = Aq = 0, 30635
K(0,15) = Kq = 1,0207 
• •
A(0,15) = Aq = 0,67401 
K(0 ,15) = Ko = 0, 33954
Para a resolução deste sistema de equações usamos os 
mesmos programas listados no apêndice A.3, porém com algumas 
adaptações. Neste caso empregamos apenas o método Runge - 
Kutta.
Como a solução para este sistema depende do valor da
constante *7) , executamos o programa com quatro diferentes va-
-2 -3
lores, a saber: ^ = 0, ^  = 10 , ^ = 1 0  e /'] =
-4
10 . Observamos que o melhor resultado foi aquele encontrado
-4
para °] = 10
A solução, nesse caso, é mostrada na figura 2.
-4
Para valores de ^ menores que 10 , a solução do sis-
tema aproxima-se da obtida quando *] = 0.
Os polinómios obtidos são:
/?(>t ) = 0 , 0  8 6 9 8 6 2 6  0 , 0 2 3 0 5 * 6 ?  K *  O, ?i SJJiôn. + O, i S W é J ?
e
K U ) ~  - O, 3 3 9 5 9 0 A + J . O U 6  2 J .
0 programa utilizado é dado a seguir
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EXTERNAL F
REAL T| Y (4)„TOUT , REtERR, ABSERR














is c a l l r k F45 c f»-n e q n ,y ,t » t o u t , r f l e r r , a b s e r r ,-i f l a g , w o r k , i w d r k )
w r i t e (1,11) T,Y(i),Y(2),YC3),Y(4)
GO TÛ (60 f a0,30,A0,50,60,70,803 , 1FLAG 
20 TOUT=T ♦ TPRINÎ
IF(T,LT,TFINAL3 GO TO 10 
STOP
30 W RIT E ( 1,313 R E L E R R,A B S E R R
GO TO 10 
40 WRITE(1,413
GO TO 10 
50 AB$ERR*l,0E-9
WRITE(J,3i3 RELERR,ABSERR 
GO TO 10 
60 RELERR*10f0*RELERR
WRITE Cl ,313RELERR,ABSERR 
IFLAG*2 
GO TO 10
70 WRITE. Cl #71-3 
IFLAG*2
GO TO 10 
80 WRITEO ,013
STOP
ll FORMAT O X fF5,3,4El5,8)
3j FORMATflTH TOLERANCES RESET,gE12,3)
4j FORMAT C11H MANY STEPS3
71 FORMAT(12H MUCH OUTPUT)








Y P ( 13 * F 3 
Vp (23 rplf









7 *0» 2331514* (Tv5)*0,934866* (T **4)M#?U292*CT**3)
6 *1,134296* CT**23*0.4857107*7+0,24753763**23/22*
9 6#*F2*CC0,0222475*(T**6)-0,233i5l4*(T**5)+
1 0,9 3 4 8 6 6 * ( T * * 4 3 * U  711292* í f **3)*1,134296*{T**2) +
2 0,4857107*T+0,2475376)**2-V3**P+EXP(2»*F1)*
3 ( ( 0,0 6 6 0 5 2 * ( T * * 4 3 • 0.3 4 4 4 58 4 * í t * * 3 3 * 0 , M  5 9171 *
4 £1**23-0,4278l5*T-0.2796 i 413 * * 2 3/F23 
r e t u r n
END
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APÊNDICE C
Apêndice C.l - Demonstração da expressão (IV.1-2).
Dada a expressão
7 * ( T * V b ) - T ' V ;  = o ,
Temos que
.7 1 -rO.b * v - * / z - &/z  ~4íf 3 ( ^ 2  0/z  c/z  L ) ]
V^ÍT ph ) * e  * [ f i *
mas
c/2 -A „ 
A = B e e = e  H,
logo
■ aé> *
?* l T '
* , a / z _Q/t  ~c/z r / / â/z c/z  \ 1
portanto








à. h = á  J 1. [ äßf- i cr V - - L  ë cl l ,
dr r d f > \ n \ j f )  iff* K J f j  j)
mas
Ü )  - 2  dli i Â  ,
d f > \  <W d p  d p *
-^-(ecnY) = - écR. PM. * 2e  a ?à2* z£cd? àÈ,
dp d p  d p  d p
- i -  )" ZxY-\)  I - f ld Y - Y )  d& /
dp  i  J dp
sL I J _  i c( i ci c(dî ) \  YdZ dY .
d f l n V f 2- Vol/5/ iftfy* 0 Zïïy* dp d p z
Portanto,
fc, - Æ dY * i  èYp^dí - i c(Cpd£ - êcR Pzdßr -
dp ' dP d p 7- 2 d p  d p  d p
- w Y - f )  i & -  J- Y d i i i î ^  J l  d £ d l £  ,
d/> tfy oJf\dpJ Htfyz p)f> dp1
- á Â  J sLÂ - e - yz dtilZ-/>z2)l + 1  £ CfíZp Zol£ .
àrlép* j  z r  7^
+ êcd£]_t_ Y?  .  ft*p . _ L  d L i Z ] .  
dp L nvf  dp2 %rf dp dp J
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Mas
^  1 J ZdP é f '
e
Z,
-L_ í I - í C p - . - L  çL ( m e - c )  oLP 
Wy2 J/>* Stff  dp dp
logo
A h -  dj?.) - J. A (fi* Q*c) 43  + 1 ê c(i p*dA 4
ôf> t  òp L 2 óp óf> z 4r
+ e'cA f  í_ -1— A  (ftie-c)çl£— L Jj? JjL 1 
àp L w f  c/p <j(> tff*~ <jp jp J
Como A = B e somando e subtraindo o termo
4 X 1  l i *  * - 2
obtemos
w x L n- ^ z) dJL
d p
Mas
2 2 2 «
( dp ) + = r _  ^  /
.  4/ic-i-n?)z+ - t í  ( d J L V -^fyiir ,
Wfl\dpJ 9 r
{ f f -  Ê'Cft2pZ= *
86
portanto
- ± - ! p p  { i p p * t y ) d J L -  M k  f y )  ,
d p  d p  d p  2
Porém,
àPL , _L dc T ! çUl 
dp 2 dp H dp
logo
ou
H óf> v r F H df> dp
Multiplicando os termos dessa expressão por H obtemos,
- i ( H f e ) -  h  AiL + (s + fy) H à â  z o .
df> r * df j(>
que é a expressão (IV.1-2).
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Apêndice C.2 - Demonstração da expressão (IV.2-5)







J=. F é^ÀíL _ dJL ] r jL. ) e*( 9a - Gj,) 1
dp l àp dpi dpi J '
*[ çL&i - H~J( (92 - ) )
l àp dp J
*F ^ ^ 9jH9z4 j Hle?+j.Hlef 1 ’ 
l  d p  2  d p  2  j p  V *  J
[ dp z ôp z H à) H 2 dp J
W H  (-20-4 Bfy+fy) - -L gTíHCty + fy) -
c t f * 3 fy+pfi)- yVHOpp-fy) _ s r u f a -




~  ^97Í e, H (T,. J-l <L1> é*. e %  d ã ) .  1  H e * ( d ã \  
z \  Jf dr / ‘i \ dr '
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que é a expressão (IV.2-5).
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